PAU Codigo: 26
SETEMBRO 2016

MATEMATICAS II

(O alumno/a debe responder s6 os exercicios dunha das opciéns. Puntuacién maxima dos exercicios de cada
opciodn: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A

0 a—2 1
1. Dada a matriz A = <a -1 a —1)
a 0 2
a) Calcula, segundo os valores de a, o rango de A. Calcula, se existe, a inversa de A cando a = 0.
b) Para a = 0. calcula a matriz B que verifica ABA™* — A = 21I.

X 0
¢) Para a = 1, calcula todas as matrices X = <y) tales que AX = (0)
VA
. 0
x=>+A-p
2. Dados os planos 1: 3x + 3z — 8 = 0; m,: y= -1+ u
z=34+21+u

a) Calcula o 4ngulo que forman ; e m,. Calcula as ecuacions paramétricas da recta que pasa por
(0,0,0) e é paralelaamy e m,.
b) Calcula o punto simétrico do (0,0,0) respecto do plano ;.

3. a) Definicidn e interpretacion xeométrica da derivada dunha funcién nun punto.
b) Dunha funcién f(x) sabemos que f(—1) = 1 e que a sua funcién derivada é
f’(x)={2x_1 se x <0
e?* -2 se x =0

oz 4 L g . In2
Calcula as ecuacions das rectas tanxentes a grafica de f(x) nos puntos de abscisa: x = —2e x = o2

2

4. Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola grafica da parabola y = x(x — 2), o eixe de abscisas

e arecta y = x. (Nota: para o debuxo da gréfica da parédbola, indica os puntos de corte cos eixes, 0
vértice e a concavidade ou convexidade).

OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores de m, o sistema:
x+ y + z=1
4x +my +3z=m
2x+ 3y + z=3
b) Resélveo cando m = 5.
o x=3 _y-2 _ z-1 [(3x+2y — 6=0
2. Dadas as rectas e’ .dule { 2y +4z+3 =0
a) Estuda a sta posicion relativa.
b) Calcula a ecuacién implicita ou xeral do plano que contén a r e é paralelo a s.
c) Calcula a distancia entre r e s.

L _ 2
3. Debuxa a grafica de f(x) =1+ )2

asintotas, intervalos de crecemento e decrecemento, maximos e minimos relativos, puntos de
inflexion e intervalos de concavidade e convexidade.

estudando: dominio, simetrias, puntos de corte cos eixes,

4. a) Enuncia o teorema fundamental do célculo integral. Calcula a ecuacién da recta tanxente & gréafica

2
g 6
da funcion F(x) = [ ;++et

b) Calcula fol xIn(1+ x)dx

dt, no punto de abscisa x = 0.



Criterios de Avaliacién / Correccién

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

1) a) 1 punto:
e 0,5 puntos polo célculo do rango de A.
e 0,5 puntos polo calculo da inversa de A,cando a = 0.

b) 1 punto
c) 1 punto
2) a) 1,5 puntos:

e 0,75 puntos polo calculo do angulo que forman os planos.
e 0,75 puntos pola obtencién das ecuacidns paramétricas da recta.

b) 1,5 puntos
3) a) 1 punto:
e 0,5 puntos pola definicién da derivada dunha funcién nun punto.
e 0,5 puntos pola interpretacion xeométrica.

b) 1 punto:
e 0,5 puntos pofa determinacion de f ( x)
e 0,5 puntos polas ecuacions das rectas tanxentes (0,25 puntos por cada una)

4) 2 puntos:
e 0, 5 puntos polo debuxo da rexion.
e 1 punto pola formulacién da &rea en termos de integrais definidas.
e 0,5 puntos polo célculo das integrais definidas.

OPCION B

1) a) 2 puntos:
e 1 punto polo célculo dos rangos segundo os valores de m
e 1 punto pola discusién do sistema

b) 1 punto
2) a) 1 punto
b) 1 punto
c) 1 punto
3) 2 puntos:
e 0,25 puntos: estudo de dominio, puntos de corte cos eixes e simetrias.
e 0,25 puntos: estudo de asintotas.
e 0,5 puntos: estudo de intervalos de crecemento e decrecemento, maximos e minimos relativos

e 0,5 puntos: estudo de puntos de inflexién, intervalos de concavidade e convexidade.
e 0,5 puntos: debuxo da gréfica.

4) a) 1 punto:
e 0,5 puntos polo enunciado do teorema fundamental do célculo integral.
e 0,5 puntos polo célculo da recta tanxente.

b) 1 punto:
e 0,5 puntos: integracion por partes
e 0,25 puntos: integracién de funcion racional
e 0,25 puntos: calculo da integral definida



Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A
Exercicio 1:
0 a—2 1
a) la—1 a —1|=—-a(@a—2)—-a*>-2(a-1D(@—-2)=-a*+2a—a*—-2a*>+6a—4=
a 0 2
= —4a®’+8a—4
Asi

Al =0 © a?-2a+1=0 ©(@—-1)?=0 & a=1

Se a = 1, existen menores de orde 2 non nulos, por exemplo

0 11_ _
1 ol = 1+#0
Polo tanto:
a=1 = rang(4) =2
a#1= rang(A) =3
Se a = 0, xa vimos que |A] = —4 # 0, polo que existe A™!
1/0 2 o\ 0 -1 —-1/2
A‘1=—Z<4 0 0) = (—1/2 0 1/4)
py =il =7 0 0 1/2
b)

ABA™'—A=2] & ABAT'=A+2] © B=A1A+2DA=(+A)=A+2I

2 =2 1
B=A+2[=<—1 2 —1)

0 0 4

c) a=1 =>rang(Ad)=2. E un sistema homoxéneo con rang(A) =2 < n?incégnitas. Sistema

compatible indeterminado con infinitas soluciéns:

Q-f 1 1 - e




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A
Exercicio 2:

a) Determinamos os vectores normais aos planos:
Finl =(3,0,3) || (1,0,1)

e, =1 -1
-1 1

O angulo a que forman os planos coincide co angulo que forman os seus vectores normais. Asi:

=(-3,-3,0) || (1,1,0)

_ N X

[fig, fin,| 1

|ﬁﬂ1”ﬁﬂ2| h ‘/E\/E h

1 I3
cosa = 53 a =

3

Se chamamos r & recta pedida e %, a un vector director dela,

rllmy e U L i, — (~11.1)
- — B\ G
rllt, © U L 7,

—_ O~y
oS - X

7
- — —
} = U | N, XN, = |1
1
Como a recta pasa polo punto (0,0,0), as ecuacidns paramétricas son:

x=—1
r:{y= A

z= A

b) Sexa s a recta perpendicular a 77; pasando polo punto (0,0,0) e ¥ o seu vector director, enton:

slmy © B L 7y, = (1,0,1) } _ A {’;
Z

2
0
(0,0,0) € s |

O punto de interseccién, M, de s con ; € o punto medio do segmento 00’ (0’ simétrico de 0(0,0,0)).

Calculamos o punto M de interseccién de s con 14

4 4 4
31+31-8=0 = 61-8=0 = 1=3 =M(,0)

Se 0’(x,y,z), enton:

0,02
3.0.3)

Wlh © wWln
Il



Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION A

Exercicio 3:
a) Dise quef (x) é derivable no punto x,, se existe e € finito o seguinte limite:

lim f(xo+h)— f(xo)

h—0 h

represéntase por f'(x,) e chamase derivada de f(x) en x,.

f(xo +h) = f(x0)

v

Xo xoth

Interpretacion xeométrica: A recta secante que pasa polos puntos (x,, f(xo)), (xo + h, f (xo + h)) ten por

f(xo+h)— f(x0)

pendente Y

(0, f (x0))- Asi:

e cando h — 0, esta secante acércase a recta tanxente pasando polo punto

Pendente da recta tanxente en (xo, f(x,)) = limhqow = f'(x)

b)
x> —x+m sex <0
fGo = {1

5 e** —2x4+n sex=>0

f(-D=1=1=1+14+m = m= —1
x> —x—-1 sex <0

E por ser continua en x = 0: > flx) = {% 02X _ 9y _z sex>0

limyo- f(x) = lim, o+ f(x) = f(0) = —1 = §+n Sn= —2

Recta tanxente en x = —2: f(=2)=5
y=fC) =D +2) =

f1(=2)=-5

Recta tanxente en x = mTZ: f (’"_2)

-1 m2
2 2




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A
Exercicio 4:
y=x(x—2)=x%-2x
x=0 =2y=0 Puntos de corte cos eixes:
x=0
x(x—2)=0 = 6 (0,0) e (2,0)
x=2
y' =2x—-2
yV=0 ¢ x=1 Minimo e vértice (1,—1). Convexa
y'=2<0

Interseccion da parabola coa recta y = x:

=0

X2 —2x=x = x*-3x=0 = {x
x =3

Puntos de corte: (0,0), (3,3)

r=x
3.3)

(2.0)

Polo tanto:

_ —78+81+16
> 6

2 3 2)? ¥ 3x2) 27
A= J xdx+J[x—(x2—2x)]dx= [—] + [——+—] =2-94+—+=--6
0 2 0 5

2

8
3



Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B

Exercicio 1:

1 1 1 1 1 1 1
a) Matriz de coeficientes: C =4 m 3 |; matrizampliada:A= |4 m 3 m

2 3 1 2 3 1 3
Célculo do rango de C:
|4 3 =—1+#0 =rang(C) =2

_ (2 sem=5

Orlamos este menor — = rang(C) = {3 .
1 1 1
1 m 3|=m+12+6-2m—-9—-4=-m+5_|
2 3 1
Discusion:

m =5, rang(C) = rang(A) = 2 < 3 = n2de incégnitas. Sistema compatible indeterminado.
m=#5, rang(C) =rang(4) = 3 = n2de incognitas. Sistema compatible determinado.

b) Para , € un sistema compatible indeterminado con infinitas soluciéns. O sistema dado é

equivalente ao sistema

x + z=1—y}
4x+3z=5—-5z

Entén:
ks
|5y 3 =—(3-3y—5+5y)=2-2y
\4- 5-— 5y|

=—G5-5y—4+4y)=y-1

3

x=2-=21
y=21 ; AER
z=-1+21




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B
Exercicio 2:
a) Calculamos o vector director da recta s:
Colr 7ok
Us= |3 2 o|=(8-126)
0 2 4

Como os vectores U, = (4,—1,3) e U, = (8,—12,6) non son proporcionais, xa podemos dicir que

as rectas cortanse ou crizanse.
Tomamos un punto en cada recta. Por exemplo:

3
RB21) €r R0~ Es

e consideramos o vector P.P, = (—1,-2, —Z)
Us = (8,—12,6)

. . s T . 7
Se os vectores que marcan as direccion das rectas, e o vector P.P; que vai dunha & outra son
independentes, daquela non estdn no mesmo plano. Isto saberémolo vendo se o determinante

formado por eles é distinto de cero ou non:

48 1 3
(ﬁr, ﬁs,ﬁ_ﬁs’) = 81 _15 67 = 40 #0 = |Asrectas cruzanse|
- B N\

b) Sexa m o plano buscado. Como o plano contén a rectar, P.(3,2,1) € m. Ademais, os vectores ¥, e

Vg son vectores do plano. Polo tanto:
x—3 y—2 z-1
| 4 -1 3
8 —-12 6

=0 = |m3x—4z—-5=0]

¢) Como o plano « é paralelo & recta s e contén & recta r

d(r,s) =d(s,m) =d(Ps,m) = M = 4-/5

/32 +(—4)°

Tamén podemos calcular esa distancia utilizando a férmula da distancia entre ddas rectas

4 -1 3
8 —12 6
o) [ -2 -

d(r,s) = = — 4/5

|7—jr X vsl (30)2 + (40)2




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION B

Exercicio 3:

2
f(x)=1+m

Dominio:

A funcion non esta definida onde se anula o denominador. Polo tanto, o dominio € R—{2}

Simetrias:

f(=x)=1+

2
(—x-2)2

# *f(x) . Polo tanto non é simétrica respecto do eixe Y nin respecto da orixe.

Puntos de corte cos eixes:

f(x) > 0 . Polo tanto non corta ao eixe de abscisas.

x=0>=f(x) = z = Corta ao eixe de ordenadas no punto (0, %)

PR
Asintotas verticais:
lim,_ - f(x) = o

= x = 2 asintota vertical <« — =1

lim,_,+ f(x) = oo

Asintotas horizontais:

limy_ 4+ f(x) =1 = y=1 asintota horizontal

Non hai asintotas oblicuas x =2

Intervalos de crecemento e decrecemento, maximos e minimos relativos:

7 _ 42 4 . -
f'x) = Pyl 0 = Non hai puntos criticos

(=,2) (2, +)

f' + -

1) P W

A funcion é crecente en (—oo, 2) e decrecente en (2, +c0). Non hai maximos nin minimos.

Intervalos de concavidade e convexidade e puntos de inflexién:

" _12(x-2)2 12 . . .,
f'(x) == e~ ot > 0. Non hai puntos de inflexion
(=,2) (2,0)
£ n + Convexa en todo 0 seu dominio

w N N




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION B

2

Gréficade f(x) =1+ 22

N
%




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B

Exercicio 4:

a) Teorema fundamental do célculo integral: Se f(x) é una funcién continua en [a, b], entén a funcién
F(x) = f;f(t)dt ¢ derivable e ademais F'(x) = f(x),Vx € (a,b).

Aplicacion:

Recta tanxente: y — F(0) = F'(0)(x — 0)

F(0)=0 =  |Recta tanxente:y = 2x|

x%+6
2+e*

F'(x) = = F'(0) =2

b) Calculamos a integral indefinida

2 2 2
[ xin(1 +x)dx=x7ln(1+x)—%fx—dx=x7ln(1+x)— %f(x—1+i)dx=

1+x 1+x
u=In(1+x) du=1de
2 x (grao numerador>grao denominador. Facemos a division)
dv=xdx 2v= 5
P 1 x In(1+x)
el D, — 42 . 9
2ln(1+x) 4x +2 > +C
Aplicamos Barrow:
fll(1+ = [otn(iax) - Serp Zo AN L, 111,
0xn xx—zn x 4x > > O—zn R 2n

1
f xin(1 + x)dx = 1/4
0




