C 1 U G PAU Codigo: 26

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

SETEMBRO 2014

MATEMATICAS II

(O alumno/a debe responder so aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2puntos, exercicio 4= 2puntos)

OPCION A

1. a) Define menor complementario e adxunto dun elemento nunha matriz cadrada.
1 0 2

b) Sexan I a matriz identidade de orde 3 e A = (1 1 0), determina os valores de A para os que

2 0 1
A + Al non ten inversa.
c¢) Calcula a matriz X que verifica AX — A = 2X, sendo A a matriz dada no apartado b).

x=2+4+ 21— pu
x + z—4=0
2.Dadooplanom:yy=1— 214+ pu e a recta r:{ _3
z=4 +3u 4

a) Estuda a posicion relativa de e r. Se se cortan, calcula o punto de corte.

b) Calcula o &ngulo que forman m e r. Calcula o plano que contén a r e é perpendicular a .
. cosx— e 2*—2x
3. a) Calcula hmx_,o T senZx Al

b) Queremos dividir un fio metalico de 70 metros de lonxitude en tres partes de maneira que unha delas
tefia dobre lonxitude que outra e ademais que ao construir con cada parte un cadrado, a suma das
areas dos tres cadrados sexa minima. Calcula a lonxitude de cada parte.

4. a) A segunda derivada dunha funcion f(x) é f"(x) = 4e** — 2x. Ademais a tanxente & grafica de f(x)
no punto (0,1) é paralela & recta x —y + 3 = 0. Calcula f(x).

b) Calcula f:/z xsen(2x + m)dx
OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores de m, o sistema:
x +my+ (m-1z=m

(m—-1y + z=0
x + y =0
b) Resolveo, se é posible, para m = 3.
y x=1+ A1
2. Dadas as rectas r:{x+y 2z 5:0 sily=2-21
y—5z—-1=0 c
Z =

a) Estuda a sta posicion relativa. Se se cortan, calcula o punto de corte.
b) Calcula a ecuacién implicita ou xeral e as ecuacions paramétricas do plano que conténar e a s.
c¢) Calcula a distancia do punto Q(1,1,4) arecta s.

o mx se x<1
3. Dada a funcién f(x) = {axz tbhx+1 e x>1

a) Calcula os valores de a, b e m para que f(x) sexa derivable en x = 1 e tefia un extremo relativo
enx = 3.

b) Enuncia o teorema do valor medio do calculo diferencial. Para os valores a=1, b=—-6 €
m = —4, calcula, se existe, un punto ¢ € (0,5) tal que a tanxente 4 gréfica de f(x) enx = c sexa
paralela ao segmento que une os puntos (0,0) e (5, —4).

4. a) Calcula fo Y 2 _dx

b) Enuncia o teorema fundamental do calculo integral. Se F(x) = fo 3+3 -

——dt, calcula lim,_,——= F(x)



Criterios de Avaliacién /- Correccidén

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

. a) 0,5 puntos
b) 1 punto
c¢) 1,5 puntos

. a) 1,5 puntos , distribuidos en:
» 1 punto pola posicién relativa da recta e o plano
» 0,5 puntos pola obtencion do punto de corte.
b) 1,5 puntos, distribuidos en:
» 0,5 puntos pola determinacion do angulo que forman a recta e o plano.

» 1 punto polo plano que contén a recta e é perpendicular ao plano dado.

.a) 1 punto
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola expresion da funcién a minimizar
» 0,5 puntos pola determinacion do punto critico e xustificar que € minimo.

. @) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola obtencion de f’(x)
> 0,5 puntos polal obtencién de f(x)

b) 1 punto



Criterios de Avaliacién /- Correccidén

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B

1. a)2puntos, distribuidos en:
» 1 punto pola determinacion dos rangos segundo os valores de m.
» 1 punto pola discusién do sistema.

b) 1 punto .

2. a) 1,5 puntos , distribuidos en:
» 1 punto pola posicion relativa das rectas.
» 0,5 puntos polo calculo do punto de corte.
b) 0,75 puntos

¢) 0,75 puntos

3. a) lpunto
b) 1 punto , distribuido en:
» 0,5 puntos polo enunciado do teorema do valor medio do célculo diferencial.

» 0,5 puntos pola determinacion do punto

4. a) 1 punto
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos polo enunciado do teorema fundamental do célculo integral.

» 0,5 puntos pola aplicacion do teorema fundamental do célculo integral.



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

Exercicio 1:

a) Dada unha matriz cadrada de orde n, chamase menor complementario do elemento a;;, ao
valor do determinante da matriz de orde n-1 que resulta de suprimir a fila i e a columna j.
Representase por a;;.

Chamase adxunto do elemento a;; a: 4;; = (—1)"*/q;;, é dicir € o menor complementario co
seu signo ou con signo cambiado, segundo que i + j sexa par ou impar.

b)A + AInonteninversas |[A + AI| =0

1+A1 0 2
A+ AUl=[ 1 142 0 [=@@Q+21D3-40+0)=(AQA+D[A+21)?*-4]=
2 0 1+4
=1+ADA*+22-3)= 1+DA-1)(A1+3)

Polo tanto

A= -3
A + Al nonteninversa < {A = —

A= 1

lpor b), 3(4 —2I)7t

C)AX—-A=2X & (A—-2DX=A & X=(A-2D)"1-A

-1 0 2
AP 2= Y Ao | = R+ 4 =3
2

0 -1
Y 1/3 0 2/3
(A-2D)"1 = 1(0 s 0) = (1/3 -1 2/3)
2dw 2/3 0 1/3
1/3 0 2/3\ /1 0 2 5/3 0 4/3
X = (1/3 -1 2/3)-(1 1 0)== (2/3 -1 4/3)
2/3 0 1/3/ \2 0 1 4/3 0 5/3

5/3 0 4/3
X = (2/3 ~1 4/3)
4/3 0 5/3




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 2:

a) Determinamos un vector director da recta:

Cor gk
vr=[1 0 1|=(101)
0 1 0
Determinamos un vector normal ao plano:
B Tj ok
ng=|2 -2 o= (-6,-60)
-1 1 3
Entén:

g % =6 #0 = |remn cortanse nun punto|

O vector (1,1,0) ten a direccion de 7, e o punto P(2,1,4) € m. Asi, a ecuacion implicita do plano
T €:

x—2+4+y—-1=0=>mx+y—-3=0

Para calcular o punto de corte, resolvemos o sistema formado polas ecuacions da recta e a do
plano:

x+y—3=0

x+z—-—4=0 =3 |Punt0 de corte: (0,3,4)|

y=3

b) Se a = angulo que forman = e r, enton:

|7 Vr| 6 1 T
sena =cos(90 —a)) = —— = == = |la=-
( ) |V |7 | V272 2 6

Chamemos f ao plano que contén a r e é perpendicular a . Os vectores ¥, e 71, son polo
tanto vectores contidos no plano 8

Como S contén a r, 0s puntos da recta son puntos de . Por exemplo,
(43,00 er = (430)€p

Como non se especifica ningun tipo de ecuacion do plano, podemos dar calquera, por exemplo
as paramétricas:

x=4—-214+yp
y=3+ u
zZ= A




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 3:
. 0 . A
a) Indeterminacién 5 aplicamos L'Hdpital.
lim cosx —e - 2x _<m — senx + 2e”%* i2\_ lim —cosx —4e Gk  gmb S
x=0 sen?x - x=0 2senxcosx - X0 2cos2x—2sen?x 2

b)
Lonxitudes das partes: x; 2x; 70 — 3x

Funcion a minimizar:

flx) = % [x2 + 4x2 + (70 — 3x)?] = % (14x% — 420x + 4900)

f'() = = (28x — 420)

ffx)=0 & x=%=15

= (15,f(15)) minimo
fre=2>0

Lonxitudes das partes: 15¢cm; 30cm; 25cm




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 4:
a)
f'(x) € unha primitiva de f"(x), asi que calculamos a integral indefinida de f"(x):
[(4e?* — 2x)dx = 2e** — x>+ C
Para determinar a constante C usamos que f'(0) = pendente da recta x — y + 3 = 0. Polo tanto
1=f0)=2+C=>C= -1

Enton, f'(x) = 2e* — x2 -1
Calculamos a integral indefinida de f'(x), posto que f(x) € unha primitiva de f'(x)
f(2e?* — x* — 1)dx = e** — x;—x +K
E para determinar a constante K, usamos que f(x) pasa polo punto (0,1)
1=f0)=14+K = K=0

Asi:

3
) = e — 5 —x

b)

[ xsen(2x + m)dx = —gcos(Zx +m) + f%cos(Zx +m)dx = — gcos(Zx + 1)+ %sen(Zx +1)+ C

dv = sen(2x + m)dx = v = —%ﬂn)

/2 X 1 n/2
J, T xsen(2x + m)dx = [— Ecos(Zx +m) + Zsen(Zx + n)]o =| -

{ u=x = du=dx }

18




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION B

Exercicio 1:
1 m m-—1 1 m m-—1 m

a) Matriz de coeficientes: C = (0 m—-1 1 ) matriz ampliada: C* = (0 m-—1 1 0)
1 1 0 1 1 0 0
Calculamos o rango de C:

2 (1) =—-1+#0 = rang(C) = 2
ICl=m—-(m—-1)%2-1=-m?+3m-2; |C|=0 © m=1ou m=2
Polo tanto:

Se m=1ou m=2, entdn rang(C) = 2
Sem ¢ {1,2}, enton rang(C) = 3

Calculamos o rango da matriz ampliada C*:

Sem ¢ {1,2}, entdon rang(C*) = 3 (sempre rang(C*) > rang(C))

m=1:

1 0 1

0 1 0]=-1+#0 = rang(C*)=3
1 0 0

m=2:

1 1 2

0 1 0]=-2%*0 = rang(C*)=3
1 0 0

Discusion:

m=1lou m=2 = rang(C) =2 < 3= rang(C"). Sistema incompatible.
m & {1,2} = rang(C) = 3 = rang(C*) = n2incdgnitas. Sistema compatible determinado.

b)

Para m = 3, estamos no caso dun sistema compatible determinado e polo tanto ten solucion
Unica. Calculamos a solucion utilizando a regra de Cramer:

3 3 2 13 2 13 3
02 1 0 0 1 ; 02 0
o103 1o 3 i1 o0ol_
X=1 3 213 YO 3 21 "3 =10 3 273
0 2 1 0 2 1 0 2 1
110 110 110
X = —

N

1]

w
N | w




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
Exercicio 2:

a) Determinamos un vector director e un punto de cada unha das rectas:

-

T ] k
P.(4,1,0); bh=11 1 —2[=(351
0 1 » Coordenadas non proporcionais. Polo
tanto, as rectas cortanse ou crizanse
P.(1,2,5); U = (1,-2,0)

Para saber se se cortan ou se cruzan, estudiamos o rang (%, Vs, P-P,), polo anterior xa
sabemos que rang(v,, v, B.P;) = 2

-3 1 -3
5 —2 1|=30+1-6-25=0 = rang(d,¥,BP)=2
1 0 5

|As rectas cortanse]

Para calcular o punto de corte, sustituimos a x, y e z das ecuacions de s nas ecuacions de r:

1+ 1+2-21-10-5=0 = A=-12
2—-21-25-1=0 = A=-12

E substituindo nas ecuacions de s, obtemos as coordenadas do punto de corte

|Punto de corte: (—11,26,5)|

b) Como o plano contén as rectas, v, e v, son dous vectores contidos no plano e polo tanto,
7, X U € un vector normal ao plano. Ademais, calquera punto das rectas tamén pertence ao
plano, por exemplo B.(4,1,0)

~

BoX B = [_ = (2,1,1)

_ W
N U1~y
O = ox

Ecuacion implicita:

20—+ (y-1D+2z=0 > [2x+y+z—9=0]|

c)

|FQ) XTs

Vs |

d(Q,s) =

|3
o

A&

[1
PSQXﬁs= 0 -1 -1|=(2,-11)
1



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 3: Para que f(x) sexa continuaen x = 1

a) limy,1- f(x) =m
> m=a+b+1
limy_+ f(x) =a+b+1=f(1)

' _(m se x<1
fe) = {Zax+b se x>1

Enton, debe cumprirse:

m= a+b+1 } <«— Para que f(x) sexa derivable en x = 1
m=2a+b

6a+b=0 «—— (f'(3)= 6a+bh,f'(3) =0, por ter un extremo relativo en x = 3.)

Resolvendo este sistema obtense:

lm=—-4;, a=1; b= —6|

b) Teorema do valor medio do calculo diferencial: Se f(x) é continua no intervalo [a,b] e
derivable en (a, b), enton existe algun punto ¢ € (a, b) tal que
1 f) = f(a)
o) = T e
€ dicir, a tanxente a grafica de f(x), no punto x = ¢, é paralela ao segmento que une 0s puntos

(a.f (@), (b, f ().

Para os valores dados, a funcién é derivable en R (en (—,1) e (1,) é polinbmica e para
eses valores xa vimos que era derivable en x = 1) e ademais

_ (—4x se x <1 / _ (-4 sex<1
f(x)_{x2—6x+1 se x>1 f(x)_{Zx—6 se x>1

Temos que encontrar un ¢ € (0,5) tal que f'(c) coincida coa pendente do segmento que une 0s
puntos (0,0), (5, —4), é dicir:

flleo)=

-4-0 4 4 26
=—= = 2c—-6=—=> 2c= —
5-0 5 5 5

c= 13/5




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 4:
eX=t =>dx=-dt
a) l
2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2
Vet =l mmdx = Sl qpdt 7 3/ 7dt- S pdt = St = Sinll + ¢l + C =
1 A B A+B)t+A -
24, _C ) =>{A 1
tt+1) t t+1 tt+1) B=-1

§[x—1n (1+ed]+ C
e*=t >x=Int
e aplicando a regra de Barrow:

fol 3+§ex dx = g[x —In(1+eM]} = 2[1 —In(1 + €) + n2]

Solucién: = In—2
OUClon.3n1+e

b) Teorema fundamental do calculo integral: Se f(x) € continua en [a,b], entdon a funcion
F(x) = f(ff(t)dt € derivable e ademais F'(x) = f(x),Vx € (a,b).

. ., 0 . AW .
Indeterminacion " aplicamos L’Hopital

LN Oy i [
xlzgx_xzrél_x%3+3ex_3



